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TOM TAT

Muc tiéu nham nghién cizu tinh lién tuc cua anh Xg nghiém hizu hiéu cua bai toan téi wu tap
bi nhiéu trong khéng gian dinh chuan. Cac khai niém vé tinh niza lién tuc, lién tuc va céc
khai niém lién quan dén tinh 16i ciia mét anh Xa da tri nhu tinh C-161 theo doan, tinh C-tya
16i te nhién theo doan, tinh C-16i theo cung, tinh C-tira 161 tr nhién theo cung diroc thao lugn.
Tiép theo cac ham vé hiréng mé réng cia ham Gerterwitz va céc tinh chdt cia chlng duwroc
xem Xét, trong do tinh lién tuc dong mgt vai tro quan trong trong nghién cizu. Dya vao cac
tinh chdt ciia cdc ham vé hwéng trén, mét biéu dién vé huéng cua nghiém cho bai toan toi
wu tdp duwoc xay dieng. Cudi ciing, sir dung cac tinh chdt ciza ham vé hwrdng nady cling véi tinh
compact cua tdp rang bugc va cac gid thiét vé tinh C-lién tuc ciing nhw tinh C-twa 16i tir nhién
theo cung trén ham muc tiéu, chiing téi da thiét 1ap cdc diéu Kién dui cho tinh lién tuc cia anh
xa nghiém hizu hiéu yéu cia bdi todn di néu ra.

Tir khoa: Bai toan toi wu tap, biéu dién vé huéng, lién tuc Hausdorff, nghiém xdp xi, vd
hwong hoéa.

Trich dan: Pham Tran Anh Thu, 2024. Tinh lién tuc Haysdorff cua anh xa nghiém htru hiéu
yeu cho bai toan toi wu tap co chira tham so. Tap chi Nghién cau khoa hoc va
Phét trién kinh té Truong Pai hoc Tay 6. 21: 97-108.
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1. GIOI THIEU

T6i wu hoa voi ham muc tiéu da tri da
duoc cdng nhan 1a mot cha dé quan trong
va tich hop cho nhiéu bai toan trong tdi
wu héa, chang han nhu bat dang thire bién
phan vector, bai toan téi vu hoa vector,
bai toan téi wu hoa md, cac bai toan téi uu
vé linh vuc kinh té, y hoc, ky thuat,...bao
ham thiic bién phan (Khan et al., 2016).
Déi vai cha dé nay, ching ta thuong tlep
can théng qua mét trong ba tiéu chuan
phd bién sau: tiu chuan vector (Luc,
1989), tiéu chuan tap hop (Kuroiwa,
1997; Jahn and Ha, 2011) va tiéu chuan
gian lattice (Lohne, 2011). Ddi voi tiéu
chuan tap hop, theo Kreps (1979) trich
dan mat vi du don gian théng qua viéc so
sanh hai thuc don thuoc hai nha hang A
va B. Quan h¢ tha ty “<” cho biét s
thich cua thuc khach vé bita an. Tu
nghién ctu caa Kreps (1979), méi quan
hé giira hai thuc don A va B c6 thé dugc
viét lai nhu sau;

VaeA,IbeB:a<hb (1)

nghia 13, véi mdi moén an trén thuc don
A, taluon tim dugc mét moén an trén thuc
don B lam cho thuc khach thich hon. M6t
quan hé tha tu khac la

Vb€ B,Ja€ A:a<b, (2)

nghia 13, véi mdi mén &n trong thuc
don B, ta ludn tim dugc Mot mon an trén
thuc don A ma thuc khach it thich hon.
Dua vao y nghia cua (1) va (2), chung
turong tng vai quan hé thir tu trén va quan
hé tha ty dudi da dugc gidi thiéu boi
Kuroiwa (1997).

Phan tich tinh dn dinh cho céc bai toan
t6i vu tap 14 mot cha dé quan trong nhan
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duogc su quan tam dac biét cua cdc nha
toan hoc. Hai céch tiép can chinh di xuét
hién dé giai quyét cho chu dé nay. Cach
tiép can dau tién lién quan dén viéc
nghién ctu mot bai todn khi nd bi xao
tron boi mot day cac bai toan nhiéu cho
ca tap kha thi va ham muc tiéu hoi tu dén
bai toan dang xem xét. Trong truong hop
nay, sy 6n dinh dat duoc khi day tap
nghiém cua cac bai toan nhiéu hoi tu vé
tap nghiém cua bai toan ban dau. Loai on
dinh nay duogc goi 1a diéu kién hoi tu cua
cac bai toan nhidu ddi véi bai toan ban
dau (Gutiérrez et al., 2016; Karuna and
Lalitha, 2019; Anh et al., 2020). Cach
tiep can thur hai giai quyét céc van dé bi
nhiéu boi cac tham sé trong khong gian
tham sé va trong tam cua cach tiép can
nay thuong la thiét lap tinh 6n dinh theo
nghia lién tuc, lién tuc Holder/Lipschitz
hoac tinh kha vi cta c&c anh xa nghiém.
Bay gio, chling t6i cung cap mot cai nhin
t6ng quan ngan gon vé cac cong trinh da
nghién cuu tinh lién tuc cua anh xa
nghiém cho cac bai toan tbi uu tap chia
tham s6. Trong mot s6 trong cong trinh
nghién ctru trude d6 cua Xu and Li (2014)
da giagi thiéu thudc tinh trén va thuoc tinh
trén nguogc, dong thoi sir dung ching dé
thiét 1ap tinh lién tuc cua &nh xa nghiém
hitu hiéu cho céc bai toan tdi vu tap chira
tham sé lién quan dén quan hé thir ty trén.
That khdng may, nhiing tinh chat nay khé
manh va khong dé dang ap dung trong
nhiéu tinh hudng thuc té. Trong cong
trinh tiép theo cua Khoshkhabar et al.,
(2017), cac tac gia da thay thé céc tinh
chat manh nay bang tinh tua 16i chat cua
ham muc tiéu dé dat dwoc két luan tuong
tu nhu két luan caa (Xu and Li, 2014).
Cac két qua cua Xu and Li (2016) duoc
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mé rong va cai tién sau nay bang céch
thay thé cac diéu kién lién tuc caa anh xa
muc tiéu bang cac diéu kién lién tyc theo
non co thir tu trong Khoshkhabar (2018).
Sau do, trong nghién curu cia Mao et al.,
(2019), cac thugc tinh lién tuc theo non
nay duogc 4p dung dé nghién cau céc
thudc tinh nira lién tuc caa anh xa nghiém
hitu hiéu cho cac bai toan téi wu tap chira
tham sé théng qua cac tap cai tién. Gan
day, cac cong trinh ctia Sun (2020) va Liu
et al., (2021) da st dung cac thugc tinh
don diéu dé nghién ctu tinh lién tuc cua
anh xa nghiém cho cac bai toan téi wu tap
chtra tham s6 khong 16i lién quan dén cac
quan h¢ thu ty trén va dudi, cling nhu
quan hé Minkowski. C4c tac gia trong
(Wenyan and Guolin, 2022) da st dung
cac thugc tinh duogc dua ra trong (Xu and
Li, 2014) dé thiét lap tinh lién tuc ctia &nh
xa nghiém xap xi yéu cho cé4c bai toan tdi
wu tap chira tham sé.

V6 hudéng hoa 1a mot cach tiép can
hiéu qua dé nghién ciru cac bai toan tdi
uu tap. Tu cac cong trinh da co, co hai
phuong phap vé hudng chinh 1a vé hudng
tuyén tinh va phi tuyén. Trong Han et al.,
(2019) va Han (2020), cac tac gia da ap
dung cac ham vo huéng tuyén tinh va cac
diéu kién 161 dé xem xét tinh chat lién
thdng cho céac tap nghiém hiru hiéu va
hitu hiéu yéu cua bai toan toi uu tap. Boi
VvGi cac bai toan khéng 16i, cac nghiém
hitu hiéu thuong khong thé duoc xac dinh
bang cac ham tuyén tinh. Do d6, mot sd
ham v6 hudng phi tuyén da dugc dé xuat
trong nhiéu tai liéu. Hau hét chung déu
dua trén ham khoang cach dinh hudng
cua Hiriart-Urruty, ham Gerstewitz hoac
cac dang mo rong cua ching. Gan day,
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(Huergaetal., 2021; Jiménez et al., 2020)
da dé& xuit sau ham vo huéng, mo rong
ham khoang cach dinh hudng cua Hiriart
- Urruty va st dung chung dé thao luan
vé cac diéu kién téi wu cho sau bai toan
t61 wu tap twong tng Vi sau loai quan hé
thir tu tap duoc giadi thiéu trong Kuroiwa
(1997). Trong Khoshkhabar (2022), tac
gia da str dung hai ham Gerstewitz m¢g
rong duoc dé xuat trong (Khoshkhabar
and Khorram, 2016) dé cung cap céac diéu
kién t6i wu cho cac nghiém hitu hiéu yéu
gan dung cho cac bai toan t6i wu tap.

Puoc thuc day boi dong ¥ tudng nay,
muc dich cta nghién ctu la khao sat cac
diéu kién lién tuc Hausdorff cho cac bai
toan ti wu tap tham s lién quan dén cac
gia thiét vé tinh khong don diéu va khéng
16i cia ham muc tiéu va tap rang budc.
Pong gop cua bai bao co thé cung cap
mét biéu dién vo6 hudng cia nghiém hitu
hiéu xap xi yéu cho bai toan téi wu tap
chtra tham sb. Pong gop khac 1a xay dung
cac diéu kién du cho tinh lién tuc
Hausdorff ctua cac anh xa nghiém nay ma
khong gia sir tinh don diéu, tinh 16i va
tinh chat ngugc nhu trong cac cong trinh
da co.

2. KIEN THUC CHUAN BI

Cho X,Y la cac khong gian dinh
chuan, C 1anon 16i dong, co dinh, ¢6 phan
trong khéc rdng trong Y. Tap hop tat ca
cac tap con khéc rong cia X va Y lan luot
duoc ki hidu bsi P(X) va P(Y). Mot tap
A € P(Y) duoc goi la C-chinh thuong
néu A+C#Y, C-déng néu A+ C la
dong, C-loi néu A + C la 16i. Pé cho
ngin gon, chdng tdi ky hiéu ho cac tap C-
chinh thuong va C-déng lan luot la
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Pyro ¢ (Y) va Py o(Y). V6i mdi cap diem
X1,%2 €X, Ly 5,:[0,1] > X duge dinh
nghia:

Ly 2, (&) = (1 —1t)x; +tx, Vt € [0,1].

Khi do, £, ,([0,1]) dugc goi la mét
doan véi hai dau mat x4, x,. V&i mdi cap
diemx;, x, € X, T ,,:[0,1] » X lamot
anh xa lién tuc thoa man:

Iy, x,(0)

Khi dé, Iy, ,,([0,1]) duoc goi la mat
cung trén X voi hai dau mat x,, x,. D&
don gian trong cach trinh bay, trong phan
tiep theo, ching toi ky hiéu doan thang va
cung trén X véi hai dau mat x,, x, lan
luotla £, ,, varl,, ,,.Baygioching ta
nhac lai cac khai niém dong vai tro quan
trong trong két qua bén dudi.

Dinh nghia 2.1 (Kuroiwa, 1997) Cho
A, B € P(Y), c&c quan hé thir tyr trong Y
tuong tng va&i non C dugc dinh nghia:

A< B BCA+C,

A<B: < Bc A+ intC.

Pinh nghia 2.2 (Gopfert et al., 2003)
Mot anh xa da tri F: X 3 Y duoc goi la:

== Xl Vé, Fxl;xz(l) == xz.

(a) nua lién tuc trén (usc) tai x, € X
néu voi mot 1an cantuy y V cua F(x,), ta
ludn tim dugc mot 1an can U cua x, sao
cho F(U) c V;

(b) nua lién tuc duwoi (Isc) tai x, € X
néu véi mot tap mo tiy v V trong Y véi
F(x,) NV # @, ta luén tim duoc mot
lan can U cua x, thoa man

FOONV#0 VxeU;

(c) lién tuc tai x, € X néu né 1a usc va
Isc tai x,;

(d) nua Ii{an tuc Ha}usdorff trén (Husg:)
tal x, € X neu véi moi lan can 'V cua goc
trong Y, ta tim dugc mot lan can U cua
X, thoa man:

F(x) cF(xy) +V Vx€U;

(e) nura Ilen tuc Hausdo;ﬁdwal (HISC)
tai x, € X néu véi mdi lan can V cia goc
trong Y, ta tim dugc mot 1an can U cua
X, thoa man:

F(xo)) cF(x)+V Vx€eU;

(f) lién tuc Hausdorff tai x, € X néuné

Ia Husc va Hisc tai x;

(g) C-nita lién tuc trén (C- usc) tai x, €
X néu véi mdi lan can V cua goc trong Y,
ta tim dugc maot 1an can U cua x,, thoa man:

F(x) cF(xy)+V+C Vx€eU

(h) ¢-nura lién tuc duoi (C-lsc) tai x, €
X néu véi moi lan can V cua goc trong Y,
ta tim dugc maot 1an can U cua x,, thoa man:

F(xo) cF(x)+V+C VxeU,

(i) C-lién tyuc tai x, € X néu no la C-
usc va C-Isc tai x,.

Dinh nghia 2.3 MGt tap D € P(X)
duoc goi la:

(a) 16i néu véi moi x,z € D, L, , € D.
(b) (Avrlel and Zang, 1980) lién thong

cung néu véi mdi cap diém x,z € D, ta
tim duoc mot cung I, , € D.

Liy y tuong tir Anh et al., (2022),
chung t6i xem xét khai niém 161 tong quat
cua anh xa da tri nhu sau:

100



Tap chi Nghién ctru khoa hoc va Phat trién kinh té Truong Pai hoc Tay Do Sb 21 - 2024
Dinh nghia 2.4 V&i D € P(X), mot (c) Néu A; < A, thi T,(A;,B) <
anh xa da tri F: X 3 Y duoc goi la T,(A,, B).
(@) C-loi theo dogn trong D néu (d) Néu A, < A, thi T,(A;,B) <
Ly x, ©DVA T,(A,, B).
F(Lyx, () < (A —6)F(xy) + Voi F: X3 Y, taxétham ¢: X x X -
tF(x,) + Vx1,x, €D, t € [0,1]; R dugc dinh nghia boi:

(b) C-léi theo cung lién théng trong D
néu voi mdi cap diém x,,x, € D, ta tim
duoc mot cung I, », trong D thoda man

F(Tupr, () < (1 = OF (x1) + tF(xy) Vt
€ [0,1];
(c) C-twra 16i tw nhién theo doan trong
D neu voi moi x,,x, €D, L, ., €D, va
t € [0,1], ta tim dugc s € [0,1] sao cho

F(Lyr, () < (1= $)F(xy) + sF(x,);

(d) C-tua 161 tur nhién theo cung trong
D néu véi mdi ciip diém x;, x, € D, tatim
duoc mot cung I ., trong D, va véi moi
t € [0,1], tatim duoc s € [0,1] thoa man:

F(Fxl,x2 (t)) < (1 = s)F(xy) + sF(xy).

Pinh nghia 2.5 (Anh etal., 2023) Cho
e la mot phan tir trong int C. M6t ham
T,:P(Y) x P(Y) » R U {40} duoc
dinh nghia boi:
T,(A,B): = inf{1 € R: A

< le + B} VA, B € P(Y).

Bo dé 2.1 (Anh et al., 2023) Voi
A, Ay, Ay, B € P(Y), ta dugc cac khang
dinh sau

(@) Véi moi u € R,T,(A + ue,B) =
T.(A, B) + u.

(b) Néu A € Py c(Y), T(A,B) €R
thi A < T,(A, B)e + B.

V(x,z) = T,(F(x),F(2)) Vx,z € X.

Bo dé 2.2 Néu F:X 3 P, (Y) la C-
lién tuc vai gia tri C-compact trong mot
tap con khac rong D cua X thi y la lién
tuc trong D X D.

Chirng minh

Pau tién ta can chirng minh v 1a nta lién
tuc dudi D x D. Ta thiy rang véi moi r €
R, tap £, {(x,z) € D ><_‘D|1/)(x z)<r}la
dong. Thét vay, véi mol {(x,, 2z,)} € L,
hoi tu vé (x,, Z,), ta can chirng minh rang
(xo,zo) € L,, nghia la:

re + F(zy) € F(xy) + C

Lay V 1a mot Ian can cua gbc bét ki trong

Y, khi do6 ton tai mét 1an can V; sao cho:
V,+V,CV.

Vi F la C-lién tuc Hausdorff trén D,
nén véi n da l6n ta co:

F(zy) cF(z,)+V,+CvaF(x,) c

F(xy) +V, +C.

Két hop véi dicu kien (x,,z,) € L,,
nghiala, re + F(z,) c F(x,) + C, taduoc:

re+ F(zy) cre+F(z,)+V,+C
CF(x,)+V,+C
CF(xp)+Vi+V,+C
cF(xy)+V+C.

Vi F(z,) la C-dong va V bat ki, ta
duoc: re + F(z,) € F(x,) + C.
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Vi vay, F(x,) < re + F(z,). Vay L,
dong vai moi r € R.

D4i véi tinh nura lién tuc trén cua ), ta
chi ra rang tap:

U, ={(x,2) e DX D|P(x,2z) = r}
dong vai moi r € R.

Gia str ton tai mot s6 thuc 7 € R va day
{(xn, 2n)} € Us hoi tu ve diem (xo, zo)
nhung  (xg,2,) € U7, nhu  vay
P(xo,20) <T.

Tiép theo, ta thay ton tai € > 0 thoa
man:

W(xg, zp) <T—2e<T—€e<T
< Y (X, Zn).

Viy(xy,z,) <t —2evaF(x,) €
P, -(Y), ta duoc:

(f — 2e)e + F(zy) € F(x,y) + C.

Vi F la C-lién tuc Hausdorff trén D,
nén véi moi lan can goc V théa mén

V+Vc—ce+C,

Ta tim dugc n, > 0 sao cho véi moi

n > n, thi:

F(z,) cF(zy) +V+CVvaF(xy) C
F(x,)+V+C.
Khi do,
(F—2&)e + F(z,) © (T—2e)e + F(zp) +V + C

cF(x,)+V+V+C.

Két hop voi V+V c —ee + C ta thu
duoc vai moi n > n, thi:

(r—e)e+F(z, c F(x,) +C.
Do d6, F(x,) < (t — e)e + F(zy,).

Vi vay ¢(x, z,) <F—e<7 Diéu
nay mau thuan véi gia thiét (x,,, z,,) € U
V&I moi n

Ly v tuong tir Anh et al., (2022), ta
thu duoc tinh chat sau.

B6 dé 2.3 Cho D 1a mét phan tir cua
P(X) vax € D. Néu D la lién thong cung
va F 1a C-tua 16i tu nhién theo cung lién
thdng vai gia tri (—C)-16i trong D, thi
(., x) la tya 16i ty nhién theo cung lién
thong trong D.

3. T!’NH LIEN TUC HAUSDORFF
CUA ANH XA NGHIEM CHO BAI
TOAN TOI UU TAP

Cho XY, P(X), P(Y), C va e dugc Xac
dinh nhu Myc 2. Cho D € P(X) va A la
mot khong gian dinh chuan. Xem Han
(2022), véi méi & = 0, mgt twa quan hé
thar twr dueot xap xi <, dugc dinh nghia:
A< B:=A+ee<B VA,BEP(Y).

~V6i moi p € A, chling t6i xét bai toan
toi wu tap chua tham so
(SOP):

trong d6 F: X X A 3 Py, ¢(Y) la mot
anh xa da tri c0 gia tri khac rong.

Pinh nghia 3.1 (Han, 2020) Vi
(&,p) ER, XA X €D duoc goi la e-
nghiém hizu hiéu yeu cho bai toan (SOP),
ki hiéu X € WEff(e,p) néu x € D va

F(x,p) <¢ F(X,p) = F(X,p) <¢ F(x,p).

Sau déy la mot ddc trung cua e-nghiém
hitu hi¢u yéu cho bai toan (SOP).

B6 dé 3.1 Cho (&,p) €]0, +oo[X A va
% € D, néu F (%, p) 1 C-dong, thi  la mot
g-nghiém hitu hiéu yéu cua bai toan (SOP)

min F(x,p) véix € D,
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khi va chi khi khdng ton tai x € D sao cho
F(x,p) <. F(x,p).

Chirng minh

Tu Dinh nghia 3.1, ta chi pén churng
minh diéu kién du. Gia s rang ta tim
dugc mot vector £ € D sao cho

F(%,p) <. F(x,p),
tuc 13,
F(x,p) c F(x,p) + €e +intC. (3)

Vi x € WEff(e,p), nén

F(x,p) c F(x,p) + ce +intC. (4)

ta duocC

Tur bao ham thuc (3) va (4) suy ra
F(x,p)+ Cc F(X,p) + C + e +intC
C F(x,p) +intC + 2¢e
C F(x,p) +intC.

Piéu nay vo ly vi F(x,p) + C 1a mot
tap dong.

Cac anh xa (:XXXXA-R va
W,E:X X]0,+o[x A3 X duoc dinh
nghia

{(x,2z,p):= T (F(x,p), F (z,p)),

W(x,ep)={x € D:{(x,x,p) <{(z,x,p) + eVz € D},
E(x,&,p)={x € D:{(x,x,p) <{(z,x,p) + eVz € D},

véi moi (x, g, p) € D X]0, +oo[X A.
Pinh Ii 3.1 Néu tat ca cac gia thiét cua
Bo dé 3.1 thoa maén thi

WEff(e, p) = U W (x, & p) V(& p) €]0, +oo[ A.

xX€D
Chwng minh

LAy tuy y ¥ € WEff(e, p), &p dung Bo
de 3.1, ta duoc

F(z,p) <. F(x,p) Vz € D,

tuong duong,

F(z,p) +ce « F(x,p)Vz € D.
Ap dung Bb dé 2.1 (a), ta duoc

{(z,%,p) + & =T,(F(z,p) + ce, F(x,p))
>0=>{(xx,p) Vz€D,

vadodo x € W(x,e,p) € UyepW(x, &, p).

Nguoc lai, ldy ngau nhién x €
Uyep W (x, &, p), ta tim duoc x, € D thoa
man:

{(x,x,p) < {(2,x9,p) + € VZzED. (5

Néu x ¢ WEff(e, p), thi ta tim dugc
Z € D thoa mén

F(Z,p) + ce < F(x,p).
Tur B6 dé 2.1 (a) va (c), ta co

((ZA' X0, p) te= :T('e(F(ZA' p) + e, F(xO!p))
< :Te(F(fi p)' F(XO' p)) = ((f' X0, p);

diéu nay mau thuan vai (5).

Vivay, x € WEff(e, p) va ching minh
dugc hoan thanh.

Vi du 31 Cho X=A=R Y=
R%LC=R%,e=(11) va D=P=
[—2,2]. V&i (x,p) € X X A, ta xét

F(X, p) = (X, |XD + BY!

trong d6 By ={(u,v) € R*:u?+
v? < 1}. Khi d6, tat ca cac gia thiét cua
Dinh Iy 3.1 dugc thoa man. Ap dung Dinh
1y 3.1, ta duoc

WEff(g,p) =

x€[-2;2]

Nhan xét 3.1 Tam quan trong cua biéu
dién vo hudng trong viéc nghién ciru cac
bai toan t6i wu hoa di duoc nhan manh
trong nhiéu an pham khéac nhau (Anh et
al., 2020; Anh et al., 2022; Gutiérrez et
al., 2015). Trong bai b4o gan day cua Han
(2020), tac gia da dé xuat mot ham vo

W(x,&,p) =[-2¢ n[-2;2].
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huéng phi tuyén, khi két hop véi cac gia
tri compact cua anh xa muc tiéu, sé mang
lai biéu dién vo huéng cho céc nghiém
hitu hiéu gan dung cho bai toan t6i wu tap
lién quan dén quan hé thir ty dudi. O day,
ching t6i st dung ham v6 hudng phi
tuyén két hop voi cac gia tri dong ciia anh
Xa muc tiéu dé tao ra biéu dién vo hudng
cia cac nghiém hitu hiéu gan dang cho
cac bai toan tdi vu tap. Binh ly 3.1 14 cai
tién rd rang cua Pinh ly 3.2 trong nghién
ctu cua Han (2020) vi tinh compact da
duoc thay thé bang tinh dong.

Cho P 1amot tap con khong réng trong
A. Ta nghién cau tinh lién tuc Hausdorff
cua WEff trong Dinh ly sau.

Pinh li 3.2 Cho P la mot tap con khac
rong cua A. Gia sir rang

(i) D lién théng cung va compact;

(if) F 1a C-lién tuc c0 gia tri C-dong
trong D X P;

(iii) voi mdip € P, F(-,p) C-tya loi tu
nhién theo cung trong D.

Khi @6, WEIT 1a lién tuc Hausdorff
trong ]0, +oo[ X P.

Chirng minh
Chung minh duogc chia thanh 5 budc.
Buwéc 1. W la usc trong D X]0, +oo[X P.

Gia st raing W la khéng usc tai
(X0, €0, Do) € D X]0,+0[X P, khi do
ton tai mot 1an can U cua W (x,, 9, Po),
mot day {(xn &.pn)} hoi tu Ve
(xo, €9, Po) thoda mén

z, EW(x,, 0 \ U Vn.

Vi D |a compact, ta gia sir rang {z,}
h6| tUVé Zy € D.Néu Zy & W(xO, Ny po),
thi ta tim dugc Z € D thoa mén

{ (20, X0, Do) > §(Z, %0, o) t+ &0

T z, € W(xy, &, bn),

Z(Zn' xn' pn) S Z(ZA’ xTU pn) + ETL' (6)

Ap dung Bo dé 2.2, ¢ lién tuc trong D x
D x P, dieu nay ket hop vai (6) suy ra

(2o, X0, Po) < §(Z, X0, Do) + &o-

Diéu ndy mau thuan véi

(20, X0, Do) > §(Z, %0, Do) + &0,

va do d6 z, € W(x,, &y, 1) C U.
biéu nay vé ly vi {z,,} ¢ U va U la mo.
Vivay, W la usc trong D x]0, +oo[Xx P.

Buwdc 2. W la co gia tri compact trong
D x]0, +oo[X P.

Véi moi {z,} € W(x,&,p) hoi tu vé
z, € D, tacd

{(zp,x,p) <{(z,x,p) + & VzE€ED.

Ap dung tinh lién tuc cua ¢, ta duoc

{(z9,x,p) <{(z,x,p) + € Vz €D,

va do do z, € W(x,¢&,p). Vi vay,
W (x,€,p) la compact.

Buwoc 3. WESf [a usc trong ]0, +oo[ X P.

Néu c6 (&, py) €]0, +o0[Xx P sao cho
WETf 1a khong usc tai (gy,p,). Ta tim
dugc mot 1an can V cua WEFF (&g, po),
mot day {(e,,, p,)} hoi tu vé (g5, po) sao
cho

x, € WEff(e,, p,) \V Vn.

Khi d06, x,, € Uyep W (x, &5, pr), tuc la,
tim duoc z,€D sao cho «x,€
W (zn, &0, pn). VI tinh compact cua D,
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{z,} >z, €D. Vi W la usc cO gia tri

compact tai (zy, £y, Do), Xn € W (Zp, €1, Pn),

ta tim dugc mot diém tu x, €

W (2, &, Do) Cla {x,,}. Diéu nay kéo theo
X, € WEff(gy, py) € V,

la vo ly vi x,, khéng thuéc V vai moi
n. Vivay, WEff lausc trong ]0, +oo[X P.

Buéc 4. Voi moi x € D, thi E(x,-,+) 1a
Isc trong ]0, +oo[x P.

Gia st rang E(%,,-) 1a khong Isc tai
(€0, Po) €]0, +0[X P vGi £ € D. Khi do,
ta tim dugc 2z, € E(%,&),p,) Va
{(e, pn)} hoi tu ve (&5, po) sao cho véi
moi z, € E(, &,,p,), ddy {z,} khbng
hoi tu vé z,. Tuc la, ta tim dugc mot day
con {(en, pn, )} cia (e,,p,) thod man
zo & E(%, €,,,Pn,) V6i Moi ny, va tim
duoc Z,, € D thoa man

(20,2, Pn;.) = (2 2, Pn,) + Eny, Y1 (7)

Ttr tinh compact cua D, ta gia st rang
{2,,} hoi tu vé& 2 € D. Khi do, tir (7) va
tinh lién tuc cua ¢, ta duoc

Z(Zo'fx pO) = ((ZA' 32: pO) + €o»

diéu nay mau thuin z, € E (%, &y, po)-
Do d6, E(x,,-) la Isc trong ]0, +oo[x P
vGi moi x € D.

Budéc 5. WETf 1a Hlisc trong ]0, +oo[ X P.

Véi mdi x € D,x, € W(x,&,p) va
X € E(x,¢&,p) tuy y. Khi d6, ta duoc vai
moi z € D,

{(x()’ X, p) < {(Z) X, p) +
eval(x,x,p) <{(z,x,p)+e.  (8)

Vi F 14 C-tya 15i ty nhién theo cung
trong D, B6 dé 2.3 cho phép ta tim dugc

mot cung T, © D sao cho véi mdi t €
10,1[, ta tim dugc s € [0,1] thoa man
{(Txy (1), %, ) < (1= 5){(x0, X, )
+ s{(x, x, p).
Diéu nay két hop vai (8) suy ra
{(Ty, 2(t), %,0) <{(2,%,p) + £VZ ED,t
€]o,1[,

va do do T, «(t) € E(x,¢,p). Cho

t = 0, ta duoc

[y 2(t) = X0 € clE(x, €, p),
va vi vay
W(x,&,p) C clE(x,&,p),
Két hop diéu nay voi Budce 3, ta dugc
W(x,&p) c clE(x,¢p) C E}Jl)rgégg 0)E (x,&p)

c liminf W(x £D).
(e.p)~(g0,p0)

Vay W (x,, ) la Isc trong 0, +oo[ X P.
Két hop diéu nay voi Dinh Iy 3.1, ta két
luan rang WEFf 12 Hisc trong ]0, +-oo[Xx P.

Vidu32ChoX=Y=R%A=R,C =
R%,P =[-1,1], D =By ={(wv) €
R?:u? +v? < 1}, va

F(x,p) = P ((x1x2)% Il x II) + By Vx

= (x4, x,) € R?,

Khi d6, cac gia thiét (i) va (i) cua Dinh
ly 3.2 thoa man. Hon nita, véi x =
('fll .fz) Vé. .i: = (.%1, .%2) € D, ta Xét Cung
I[3#:[0,1] = D duoc xac dinh boi:

(¢ _{(1—2t)f,if0§t§0.5

xx(t) = (2t —1Dx,if0.5<t <1

Khi do, voi moi t €
[0,1], F(Tez(),p) < (1 = )F(Z,p) +
sF(X,p), trong do6
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s={0’ néu0<t<05
1, néu05<t<1
binh ly 3.2, Eff la lién tuc Hausdorff
trong |0, +oo[ X P.

Nhén xét 3.2 Cho dén nay, hau hét cac
nghién ciru vé diéu kién nura lién tuc cua
anh xa nghiém cho bai toan téi tap chira
tham sb déu chu yéu dwa trén cac gia thiét
lién quan dén diéu kién 16i (Xu and Li,
2016; Khoshkhabar, 2018; Anh et al.,
2020), diéu kién don diéu (Sun, 2020; Liu
et al., 2021), diéu kién trén va diéu kién
trén nguoc (Wenyan and Goulin, 2022;
Xu and Li, 2014). Trong nghién ctru nay,
diéu kién tua 16i ty nhién lién théng theo
cung duoc chon dé thay thé cac diéu kién
da dé cap trén trong viéc nghién ctu tinh
chat lién tuc Hausdorff cua cac anh xa

. Vivay, tu
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HAUSDORFF CONTINUITY OF WEAK EFFICIENCY MAPPING
FOR PARAMETRIC SET OPTIMIZATION PROBLEMS

Pham Tran Anh Thu
Can Tho FPT high school
(Email: thupta9@fpt.edu.vn)

ABSTRACT

The objective was to study the continuity of the efficient solution maps of perturbed set
optimization problems in normed spaces. The semicontinuous, continuous concepts and
concepts related to the convexity of a set-valued map such as segmented cCconvexity,
naturally segmented c-quasiconvexity, arcwise connected c-convexity, naturally arcwise
connected c-quasiconvexity were reviewed. Next, we consider generalized scalarization
functions of Gerterwitz function and their properties, in which in which the continuity played
an important role in our analysis. Based on the properties of the above scalarization
functions, a scalar representations of the weakly efficient solution for the set optimization
problem is built. Finally, employing properties of the nonlinear scalarization function with
the compactness of constraining set and the c*continuity as well as naturally arcwise
connected c-quasiconvexity assumptions on the objective map, we established sufficient
conditions for continuity of the efficient solution maps to problems

Keywords: Approximate solution, Hausdorff continuity, nonlinear scalarization, scalar
representation, set optimization problem.
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